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(QHVWHDUWtFXORVHSUHVHQWDOD H[LVWHQFLD de soluciones viscosas  al sistema general 
GH (XOHU VLQ IXHQWH SDUD XQ IOXLGR comprensible. (O PpWRGR TXH VH XVy para 
solucionar el sistema, no es el de las regiones invariantes que se encuentra en la 
OLWHUDWXUD(Q SDUDOHOR, encontraremos las soluciones viscosas globales suaves del 
sistema, usando el principio deOPi[LPR. 
 
Palabras clave: lH\HV GH FRQVHUYDFLyQ KLSHUEyOLFD,  principio del Pi[LPR, 





7KLV SDSHU UHYHDOV WKH H[LVWHQFH RI VROXWLRQV WR D JHQHUDO (XOHU V\VWHP ZLWKRXW
VRXUFH IRU D FRPSUHVVLEOH IOXLG 7KHPHWKRG XVHG WR VROYH WKH V\VWHP LV QRW WKH
FRPPRQ LQYDULDQW UHJLRQV IRXQG LQ OLWHUDWXUH ,Q SDUDOOHO ZH ZLOO ILQG WKH VPRRWK
JOREDOYLVFRXVVROXWLRQVRIWKHV\VWHPXVLQJWKHPD[LPXPSULQFLSOH 
 






8Q IOXLGR compresible es aquel en donde H[LVWHQ YDULDFLRQHV GH GHnsidad 
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( , )x tU  es la densidad,  v  es el campo de   velocidades, e  HVODHQHUJtDLQWHUQD p  
HVODSUHVLyQ termodinámica \  UHSUHVHQWDHOSURGXFWRGH.URQHFNHUentre   vU  \  
v . 
 
Las ecuaciones representan en su OHFWXUD GH DUULED KDFLD DEDMR la OH\ GH




( , )p g eU  
 
que GHWHUPLQD OD SUHVLyQ HQ WpUPLQRV GH ODV GHQVLGDGHV GH PDVD \ GH HQHUJtD
interna. /D IRUPD GH OD IXQFLyQ g  se establece mediante observaciones 
H[SHULPHQWDOHV\GHEHVHUFRQVLVWHQWHFRQODVOH\HVGHODWHUPRGLQiPLFD según [1]. 
 
(VSRVLEOHHVWXGLDUHO VLVWHPDGHHFXDFLRQHVGH(XOHUHQXQDGLPHQVLyQHVSDFLDO, 
FRPRFDVRSDUWLFXODUGHOVLVWHPD\TXHPRGHODSRUHMHPSOR: la dinámica de un 
JDVTXHIOX\HDWUDYpVGHXQWXER\GRQGHODGHQVLGDGODYHORFLGDG\ODHQHUJtDVRQ
constantes a lo largo de sHFFLRQHV WUDQVYHUVDOHV GHO WXER este IHQyPHQR HV 
claramente unidimensional.  
 
(V LPSRUWDQWH GHFLU TXH KD\ VXILFLHQWHV HVWXGLRV GHVGH HO DQiOLVLV QXPpULFR SDUD
este tipo de sistemas, \D TXH OD GHPRVWUDFLyQ GH VROXFLRQHV H[SOLFLWDV HV casi 
LPSRVLEOH SRU PpWRGRV FOiVLFRV 3RU HMHPSOR: SDUD HO VLVWHPD GH (FXDFLRQHV GH
(XOHUXQLGLPHQVLRQDOYpDVH>],  SDUDODVHFXDFLRQHVGH(XOHUHQ'YpDVH[3] o para 
HFXDFLRQHVGH(XOHUGHIRUPDJHQHUDO, Ypase [4], RXQDDSOLFDFLyQDODHFRQRPtDFRQ
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GHPDVD\GHPRPHQWROLQHDOGHOVLVWHPD 3DUDtal ILQ se estudia el sistema de 
HFXDFLRQHVGLIHUHQFLDOHVSDUciales  dado por: 
  
21 ( ) 0
2          (2)
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Con condiciones  acotadas medibles  en la norma Lf  dadas por  
 
0 0( ( ,0), ( ,0)) ( ( ), ( ))u x v x u x v x  
 
)tVLFDPHQWH, se puede entender este sistema como el modelo para la dinámica de 
XQ IOXLGR FRPSUHVLEOH QR YLVFRVR TXH QR FRQGXFH FDORU \ FX\DV HFXDFLRQHV VH
pueden interpretar como lDFRQVHUYDFLyQGHODPDVD: 
  
( ( )) 0t xv uv g v    
 
'onde la densidad por unidad de KLSHUYROXPHQ GH OD PDVD GHO IOXLGR VH SXHGH
representar por v  \ODYHORFLGDGGHOIOXLGRHV representada por u . LDFRQVHUYDFLyQ
del momento lineal total, se puede entender como: 
  
21 ( ) 0
2t x




SDUDXQJDVSROLWUypico como se puede encontrar en  >@\>]. 
 
/DPHWRGRORJtD que se usa en este DUWtFXOR, se IXQGDPHQWa HQXQPpWRGRque H[Lste 
HQODWHRUtD GHOH\HVGHFRQVHUYDFLyQKLSHUEyOLFDFRQVLVWHQWHHQTXH para encontrar 
DSUR[LPDFLRQHV GH VROXFLRQHV YLVFRVDV GH XQ VLVWHPD KLSHUEyOLFR, se perturba en 
FLHUWDIRUPDGLFKRVLVWHPD\VHFRQYLHUWHHQSDUDEyOLFRSDUDDSOLFDUHOPpWRGRGHODs 
regiones invariantes o el SULQFLSLRGHOPi[LPR. 8QDOH\GHFRQVHUYDFLyQKLSHUEyOLFD
HVXQVLVWHPDGHHFXDFLRQHVTXDVLOLQHDOGHODIRUPD 
 
> ( ) 0,  con ( , ) 0,t xu G u x t R   u f        
'onde:   1( ,..., ) , 1
T n
nu u u R n  t , HVXQDIXQFLyQYHFWRULDOGHVFRQRFLGD que modela 
XQDFDQWLGDGItVLFD\ 1( ( ),..., ( ))
T
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Se sabe que una SHUWXUEDFLyQ al anterior sistema para convertirlo en un sistema 
KLSHUEyOLFR según >], VHSXHGHUHDOL]DUGHODVLJXLHQWHIRUPD 
 
( )t x xxu G u uH   con 0H !  
 
4XHHVXQVLVWHPDGHHFXDFLRQHVSDUDEyOLFDVVHPLOLQHDOHV\GRQGHODVVROXFLRQHVDO
VLVWHPD GH &DXFK\ D HVWH VLVWHPD, es lo que comúnmente se llaman soluciones 
viscosas. 
 
$ILQDOHVGHO siglo pasado, se descubrieron ORVPpWRGRV de compacidad compensada 
\GHHQWURStD que permiten HVWDEOHFHUODH[LVWHQFLDGHVROXFLRQHVGpELOHVDHVWHWLSR
de sistemas GH OH\HVGHFRQVHUYDFLyQKLSHUEyOLFDFRPRVHSXHGH ver [8] [9] >@\
[11]. *UDQ SDUWH GH ORV PiV UHFLHQWHV GHVDUUROORV GH  QXHYRV PpWRGRV ORV KDQ
aportado investigadores en matemáticDVGH&KLQD\VRQHOORVTXLHQHQHl momento  




1. PRINCIPIO DEL MÁXIMO-LEYES DE CONSERVACIÓN HIPERBÓLICA 
 
(YDQV HQ [6],  KDFH XQD FODUD LQWURGXFFLyQ D ODV  HFXDFLRQHV  SDUDEyOLFDV
RSHUDGRUHVSDUDEyOLFRV\DOSULQFLSLRGHOPi[LPRGpELO\IXHUWHHQSDUWLFXODU0XUUD\
\ RWUR HQ [] HVWXGLD HO SULQFLSLR GHO Pi[LPR SDUD HFXDFLRQHV GLIHUHQFLDOHV
RUGLQDULDV \ SDVD DO SULQFLSLR GHO Pi[LPR SDUD HFXDFLRQHV GLIHUHQFLDOHV SDUFLDOHV
SDUDEyOLFDV(QHVSHFLDO/DQGLV[13] KDFHXQDSURIXQGD\HOHJDQWHSUHVHQWDFLyQGH
este tipo de ecuaciones. 
 




2. CALCULO DE ESTIMACIONES A PRIORI 
 
Se puede garantizar  ODH[LVWHQFLDGHVRluciones viscosas locales suaves  en Lf  ,  \
para WDOILQver HOWHRUHPDHQ Lu [] \HQHOFDStWXOR , usa HOPpWRGRGHODV









u u f v u
v uv g v v
H
H
­ § ·   ° ¨ ¸© ¹®
°    ¯
    
81,9(56,'$'0,/,7$518(9$*5$1$'$
Ciencia e Ingeniería Neogranadina, Vol 21-1 119
 
Estimaciones a priori, usando el principio de máximo. Se estima cotas  para las 
VROXFLRQHVGHpor lo tanto, convertiremos el problema de encontrar la VROXFLyQ de 
, HQHOSUREOHPDGHHQFRQWUDUODVROXFLyQGHXQDHFXDFLyQSDUDEyOLFD asociado al 
problema KLSHUEyOLFR SODQWHDGRSDUD(VWDIRUPDGHDWDFDUHOSUREOHPDes lo que 
se conoce como encontrar  soluciones viscosas a un sistema de ecuaciones 
GLIHUHQFLDOHV TXH SDUD HVWH FDVR HQ HVSHFLDO, usará el principio del Pi[LPR para 
ecuaciones SDUDEyOLFDV. Considerando HOVLVWHPD con las condiciones acotadas 
medibles HQXQFLDGDVHQ\VXSRQLHQGRSDUD ,f g  que: 
 
A. >    >    > ' '3 2 21 1, 0,  y  0, ,  0,f gv vf g C f C g C f   f   f  
SDWLVIDFH 1 ,   con  f d d Rt  ,   \ 
 
' '
1 1 1 1
' '
1 1 1 1
2 ( ) 0,  para 0
2 ( ) 0,  para 0
f g s g v
f g s g v
  t t
  t t
       
 
'onde:  21 1 14 .s g f    
 
B.  0 0 y u v  DFRWDGDV\PHGLEOHV 0 0v t . 
 
 ([LVWHQ IXQFLRQHV TXH FXPSOHQ ODV FRQGLFLRQHV en $, por ejemplo: si se toma 
1 1( ) , ( )
l mf v md g k v e     donde , , , ,k d l e m  VRQFRQVWDQWHVSRVLWLYDV\ e d!  \ l m!  





Teorema 1.  3DUDXQ 0H ! , HOSUREOHPDGH&DXFK\  FRQODVFRQGLFLRQHVGH\
suponiendo que FXPSOHODVFRQGLFLRQHVGH$\%WLHQHVROXFLyQ~QLFDJOREDOVXDYH
( ( , ), ( , ))u x t v x tH H  TXHVDWLVIDFH: 
  
( , ) ,  0 ( , )u x t M v x t MH Hd d d  
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'onde      2 2( , ) ,  TU u v F R R  o ,        21: ( , ) ( ), ( )
2 x
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3ara calcular  los valores propios de esta  matriz  dF VHKDFH det( ) 0dF IO  ,  de 
donde al resolver  
 
2 2 2
1 1 12 (3 ) ( ) 0u vg u uvg v fO O       
Se tiene 
 
1 1 1 1
1 2
2 ( ) 2 ( ),    
2 2
u vg v vs u vg v vsO O     
 
 
5HVROYLHQGR ORV VLJXLHQWHV VLVWHPDV GH HFXDFLRQHV UHVSHFWLYDPHQWH
> @ > @1 20   y  0   dF I dF IO O    VH REWLHQH TXH ORV YHFWRUHV SURSLRV D GHUHFKD GH
1 2,O O  que son:  
1 1 1 1 2 1 1 1( 2 , ) , (2 , )
T Tr f s g r f s g      
 
$O FDOFXODU ORV LQYDULDQWHV GH 5LHPDQQ HV GHFLU, al resolver 2 1. 0 y . 0w r z r    Se  
obtiene: 
1 1 1 1
0 0
,       z
2 2
v vg s g sw u u    ³ ³  
 
Calculando   , , , ,v u uu uv vvw w w w w   , , , ,v u uu uv vvz z z z z  tenemos 
   
1 1 1 1
0 0




g s g sw u z u
u u
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0,    0,   0,   0uu uv uu uvw w z z     
 
0XOWLSOLFDQGRHOVLVWHPDSRU ( , ) ( , )u vz u t z z  , tenemos   ( )t xz U dFU UH   ' ,  si 
1zdF zO   , encontramos: 
 
2 2
1 ( , )( , ) ( 2 )t x u v xx xx xx uu x uv x x vv xz z z U z z u v z z u z u v z vO H H H H   '       
 
5emplazando  , ,uu uv vvz z z  encontramos: 
' '
2 21 1 1 1
1
1
( ) 2( )
2t x xx vv x xx x
g s g fz z z z v z v
s
O H H H H






1 1 1 1
1
2 ( )0,    0
2
f g s gv
s
 t t , entonces  
1t x xxz z zO H d    
 
 
0XOWLSOLFDQGRHOVLVWHPDSRU ( , ) ( , )u vw u t w w  , tenemos   ( )t xw U dFU UH   ' , si 
2wdF wO   , encontramos: 
 
2 2
2 ( , )( , ) ( 2 )t x u v xx xx xx uu x uv x x vv xw w w U w w u v w w u w u v w vO H H H H   '       
 
5emplazando  , ,uu uv vvw w w  encontramos: 
' '
2 21 1 1 1
2
1
2 ( )( )
2t x xx vv x xx x
f g g sw w w w v w v
s
O H H H H




Si ' '1 1 1 10,    2 ( ) 0v f g g st   t , entonces  
 
2t x xxw w wO H d    
 
7RPDQGR\DVt: 
1( ) ( ) ( )t x xxz z zO H   t     
2t x xxw w wO H d         
 
$OFRQVLGHUDU ODVGHVLJXDOGDGHV \ FRQYDULDEOHVHQ    y   w z , por el principio 
GHOPi[LPRVHSXHGHFRQVHJXLUHVWLPDFLRQHV 
62/8&,Ï1$/6,67(0$*(1(5$/'((&8$&,21(6'((8/(53$5$81)/8,'2&2035(6,%/(
Adrian Ricardo Gómez Plata
 
( , ) ,     z( , )w u v M u v MH H H Hd t   
 
\SRUlo tanto 
( , ) ,      0 ( , )u x t M v x t MH Hd d d  
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La idea en este caso, HV  HQFRQWUDU VROXFLRQHV JOREDOHV GH  JXLDGRV HQ HO
WUDEDMR TXH <DQ \ RWros realizan en [] [11]  \ [14], usando OD LQIRUPDFLyQ
VXPLQLVWUDGDHQGLFKRVDUWtFXORV, se puede buscar soluFLRQHVGpELOHVDOVLVWHPD 
GH KHFKR, Lu en [], encuentra VROXFLRQHV GpELOHV DO VLVWHPD , basados en 
PpWRGRVGHFRPSDFLGDGFRPSHQVDGD 
 
3RU RWUD SDUWH, es importante decir que son diversas las aplicaciones de este 
sistema3RUHMHPSOR: OD ItVLFD e LQJHQLHUtD UHVXHOYHQGLYHUVDVPDQLIHVWDFLRQHVGHO
VLVWHPDSDUDUHVROYHUSUREOHPDVDSOLFDGRVSDUWLFXODUHV pero lo cierto es que cada 
DSOLFDFLyQ HVXQUHWRGLIHUHQWHSRUTXHDXQTXHVHSXHGHJDUDQWL]DU la H[LVWHQFLDGH
VROXFLRQHV HQ ODPD\RUtD GH DSOLFDFLRQHV QR VH SXHGH GHFLU FRQ FHUWH]D TXH VH
pXHGHHVWDEOHFHUVROXFLRQHVH[SOtFLWDVRLPSOtFLWDVSRUORV PpWRGRVFOiVLFRV \HVSRU
esto, que es posiEOHHQFRQWUDUPXFKRVDUWtFXORVQXPpULFRVTXHUHVXHOYHQFDVRVPX\
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